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Costanti fondamentali

Frequenza iperfina del cesio
Velocita della luce nel vuoto
Costante di Planck

Carica elementare

Costante di Boltzmann
Costante di Avogadro
Efficienza luminosa di una radiazione
Costante magnetica

Costante elettrica

Costante dei gas

Costante di Stefan-Boltzmann
Costante gravitazionale
Massa dell’elettrone

Massa del protone

Massa del neutrone

Acceleragzione di gravita standard

AVCs
C
h

9.192631 770
2.997924 58

6.626 070 15

1.602 176 634

1.380 649

6.022140 76

6.83
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Olimpiadi di Fisica: Secondo turno

14.01.2026

Multiple Choice

Durata: 60 minuti

Punteggio: 22 punti (1 punto per ogni risposta corretta)

o Le domande a risposta multipla (MC) hanno diverse possibilita di risposta, di cui esattamente una
e corretta. Se crocettate 'affermazione giusta (e solo quella) sul foglio risposte, otterrete un punto,

altrimenti zero.

e Per ogni domanda, compila completamente in nero o blu il cerchio corrispondente alla tua risposta sul

foglio delle risposte.

Domanda 1.1 (MC)

Stimare quanti litri d’acqua cadono ogni anno dalle
cascate del Reno.

A) 1x10°L
C) 1x 108 L

B) 1x 101L
D) 1x 10 L

Domanda 1.2 (MC)

Tre oggetti celesti approssimati come masse punti-
formi con le masse mq, msy € mg si trovano su una
linea al tempo ty. La massa mgy si trova al centro.
Tra mq e mo 0 mo € m3 ¢’ una distanza r in ciascun
sono perpendicolari all’asse passante per i tre ba-
ricentri e hanno la stessa grandezza v. Qual ¢ la
massa massima di mo affinché si possa ottenere una
sequenza di movimento stabile?

27Ge
A) (m1+mg)2v?
Gc
B) mimsv?
Q) mimg(mi+ms) rt
m1-+m3 Gv

D) Nessuna delle risposte sopra riportate ¢ corretta.

Domanda 1.3 (MC)

Due specchi semitrasparenti, ciascuno dei quali ri-
flette 75% della luce incidente, sono posizionati pa-
rallelamente 'uno all’altro a una distanza di 1m.
Un fascio di luce € ora diretto sul primo specchio,
che viene riflesso avanti e indietro tra gli specchi
con un andamento a zig-zag. Quale percentuale di
luce & andata persa in totale dopo 9 riflessioni?

A) approx. 97.5%
C) approx. 92.5%

B) approx. 95.0%
D) approx. 90.0%

Domanda 1.4 (MC)

Una particella si muove in modo casuale tra le tre
posizioni A, B e C. Da un passo temporale (At = 1,
unita arbitraria) all’altro, la probabilita che riman-
ga nella stessa posizione e % e la probabilita che si
sposti in una delle altre posizioni e % Supponiamo
che la nostra particella inizi a tg = 0 nella posizione
A. Qual & la probabilita che si trovi nella posizione
Bat=27

A) 0.08 B) 0.16
C) 0.2 D) 0.24
E) 0.32 F) 0.36
G) 0.4 H) 0.48

Domanda 1.5 (MC)

Una lavatrice ruota a 1500 giri al minuto. Non appe-
na viene spenta, frena con un’accelerazione angolare
costante di 1rad-s~2. Quanti giri compie il tamburo
prima di fermarsi?

A) 300

B) 2000
C) 7000
D) 12000

Domanda 1.6 (MC)

Un pendolo & sospeso al soffitto di un ascensore.
Quando 'ascensore inizia ad accelerare verso ’alto,
la frequenza del pendolo si riduce.

A) rimane invariato. B) aumenti.

C) diminuzioni.

Parte 1 - 1/7
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Domanda 1.7 (MC)

Mentre Remco pedala, il powermeter della sua bici-
cletta ha accesso ai seguenti dati:

A. la velocita di Remco,

=

la forza con cui Remco spinge sui pedali,

Q

il peso di Remco,

=

la pendenza della strada su cui Remco sta
pedalando

E. la velocita angolare con cui Remco pedala.

Quali informazioni utilizza il powermeter per
calcolare la potenza di Remco?

A) I, III, IV
C) I, IV, V

B) I, 1V
D) II, V

Domanda 1.8 (MC)

Osservate la bilancia a trave qui sotto. Che cosa
mostra la bilancia quando il peso sul lato sinistro
viene spostato nella posizione piu esterna della bar-
ra? I singoli elementi della bilancia sono rigidi, con
cerniere fissate nei punti segnati in rosso.

A) Tl lato sinistro & piu pesante.
B) Entrambe le parti sono in equilibrio.

C) 11 lato destro € piu pesante.

Domanda 1.9 (MC)

Alice sale e scende dal Monte Bianco, salendo
h = 4806 m sul livello del mare. Durante la salita e
la discesa raggiunge una velocita media (orizzontale)
di v1 e vy rispettivamente. Cosa si puo dire della
velocita media v dell’intero viaggio?

__ v1tvg __ v1tv2

A) v="3 B) v ="
v1+v2 2v1v2

C) v< v D) v > 2uv

v1+v2
E) v < “oh

Domanda 1.10 (MC)

Quando un elettrone in un atomo eccitato effettua
una transizione da un livello energetico superiore
a uno inferiore, I’atomo emette luce la cui frequen-
za € proporzionale alla differenza di energia tra i
due livelli. Consideriamo un atomo con tre stati
energetici. La frequenza della luce emessa durante
una transizione dallo stato A allo stato B ¢ indicata
con fa_.p. Quale relazione esiste tra fo_.1, f3_.1 €
f 3—>2?

A) fzo1 = fas1 + f352
B) 2f31 = faso + fo
C) fzs1 = fas2 - fos1

)

D) 2f31 = f3s2 - fa

Domanda 1.11 (MC)

Perché il cielo appare blu durante il giorno?

=

Perché 'azoto assorbe gli altri colori.

Q w

)
) Perché il sole emette pitt luce blu che luce rossa.
) Perché 'acqua sulla terra rende il cielo blu.

)

O

Perché lo strato di ozono favorisce la
trasmissione della luce blu.

E) Perché la luce visibile a onde corte viene diffusa
piu fortemente dalle molecole dell’aria rispetto
alla luce a onde lunghe.

F) Perché il viola ¢ cosi fortemente disperso che si
distribuisce nel cielo e il blu domina.

G) Perché un pittore celeste ha dipinto il cielo di
blu.

Domanda 1.12 (MC)

Un ghiacciaio si muove a velocita costante sulla
sua base. Consideriamo una lastra di ghiaccio pa-
rallelepipeda con una base quadrata di lato 100 m
e altezza 10m. Il coefficiente di attrito radente &
@ = 0.09, il sottosuolo & termicamente isolante e la
parte superiore della lastra di ghiaccio ha una tem-
peratura costante di —10 °C. La densita del ghiaccio
¢ p =900kg - m3 e la conducibilita termica del
ghiaccio e A =2.3W -m~! . K1

A quale velocita il ghiaccio inizia a sciogliersi?

A) 1x10%m-s7!
C) 3x107*m-s7!

B) 5x1074m-s!
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Domanda 1.13 (MC)

Vi ricordate i miei avanzi del primo turno? Non
importa se non li ricordate. Li ho riscaldati piu tar-
di quella settimana e ho scoperto che era ancora
troppo cibo! Cosi mi sono ritrovata con gli avan-
zi degli avanzi. Naturalmente li ho messi di nuovo
in frigorifero (a ¢ = 0). Quale diagramma descrive
qualitativamente la loro temperatura nel tempo?

Temperatura

/& Tempo
L Tempo
& Tempo
/& Tempo

Domanda 1.14 (MC)

Secondo la legge di Dulong-Petit, la capacita ter-
mica dei solidi & indipendente dalla temperatura.
Tuttavia, gli esperimenti hanno dimostrato che a
basse temperature la capacita termica di un solido
dipende dalla temperatura. Il modello di Einstein
spiega queste osservazioni utilizzando la meccanica
quantistica. Quale dei seguenti risultati ¢ la capacita
termica nel modello di Einstein utilizzando ’energia
interna data come in (1)?

1
U(T) = 3Nhwg | = +

Domanda 1.15 (MC)

Quale corrente fluira attraverso una linea elettrica
aerea se viene applicata una tensione di 100kV?
11 cavo cilindrico ¢ lungo [ = 10km, ha un rag-
gio di 20mm e una sensibilita specifica di p =
3.17-1078Q - m.

A) 2.85-10°A
C) 4.41-10°A

B) 3.96-10°A
D) 4.76 - 10°A
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Domanda 1.16 (MC)

Quale forza agisce sulla carica () quando una delle
cariche ¢ viene rimossa dalla configurazione seguen-
te. la seguente configurazione, dove r ¢ la distanza
tra @ e ¢?7 di ciascuna delle cariche ¢?

A

q q
1 Q
A) 0 B) 4#6072(1
1 2Q 1 v5Q
) Treg 2 D) gg ¥

Domanda 1.17 (MC)

Una particella con massa m = 3 x 10~ kg e carica
q = e entra in un condensatore a piastre quadrate
con lato di lunghezza [ = 0.5 m, distanza d = 10 cm
tra le piastre e carica @@ = 0.2 C. Supponendo che la
particella entri nel condensatore perpendicolarmen-
te al suo lato e all’equidistanza delle due piastre,
qual ¢ la velocita minima necessaria perché non si
schianti contro una piastra? E possibile ignorare la
gravita e la resistenza dell’aria.

A) v>1737m s}
C) v>2939m-s~!
E) v>4912m s !

B) v >2508m-s!
D) v >3473m-s~!

Domanda 1.18 (MC)

Quale (quali) delle seguenti affermazioni relative al
potenziale elettrico ¢ ¢ (sono) corretta(e)?

I: 11 potenziale elettrico & unico.

II: Il lavoro necessario per spostare una carica da
A a B ¢ indipendente dal percorso.

III: Un potenziale elettrico piu grande significa un
campo elettrico piu forte.

A) L. B) II. C) TII.
D) I&IL E) I& IIL F) 11 & III.
G) I, 11 & III.

Domanda 1.19 (MC)

Una particella carica con massa m e carica ¢ si trova
su una traiettoria circolare con raggio r in un campo
magnetico omogeneo di intensita B. Come cambia il
raggio del percorso circolare della particella se la sua
energia cinetica viene raddoppiata nella direzione
del movimento?

A) o' =1r B) r’:%r
C)r=r D) ' =+/2r

Domanda 1.20 (MC)

Nel parco avventura, Emmy corre da un albero
all’altro su una zipline. Il contatto tra la corda e la
carrucola crea un forte fruscio con una frequenza
JEmmy- Un osservatore nel punto di partenza della
zipline sente una frequenza fy e un osservatore nel
punto finale della zipline sente una frequenza fi.
Qual ¢ il rapporto tra le frequenze femmy, fo € f17

>

) JEmmy < fo < f1
) fEmmy < f1 < fo
) fo < fEmmy < fi
)
)
)

O aQ ®

fo < f1 < fEmmy
fl < fEmmy < fO
fl < fO < fEmmy

E
F
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Domanda 1.21 (MC)

Tre frequenze di risonanza consecutive di una canna
d’organo hanno i valori 1310 Hz, 1834 Hz e 2358 Hz.
Questa canna d’organo ¢ chiusa a un’estremita o
aperta a entrambe le estremita?

A) Entrambe le estremita sono aperte, perché la
differenza di frequenza ¢ un multiplo della
frequenza fondamentale.

B) Entrambe le estremita sono aperte, poiché il
tubo presenta brevi distanze tra le risonanze,
tipiche dei tubi aperti.

C) Un’estremita chiusa, perché la differenza di
frequenza non & un multiplo della frequenza
fondamentale.

D) Un’estremita chiusa, perché le frequenze aumen-
tano in modo lineare, cosa che non accade con
un tubo con entrambe le estremita aperte.

Domanda 1.22 (MC)

Sono dati un pendolo a filo ideale e un’asta omo-
genea fissata in modo rotatorio a un’estremita. En-
trambi hanno la stessa massa m e la stessa lunghezza
L e sono inizialmente fissati in posizione orizzontale.
Poi entrambi i pendoli vengono rilasciati simulta-
neamente.

Quale dei due pendoli raggiunge per primo il punto
piu basso?

A) Pendolo a filo — ha un momento di inerzia [
minore.

B) Pendolo a filo — ha un momento di inerzia I
maggiore.

C) Asta — ha un momento di inerzia I minore.
D) Asta — ha un momento di inerzia maggiore I.

E) Entrambi contemporaneamente: la massa m e
la lunghezza L sono uguali.

F) Informazioni insufficienti — la soluzione dipende
dalla lunghezza effettiva L.

Parte 1 - 5/7



Olimpiadi di Fisica: Secondo turno 14.01.2026
Multiple Choice: foglio risposte
Riportate le vostre risposte nelle caselle previste su questa pagina.
Cognome: Nome: Totale:
A B C D E H

Domanda 1.1 [l [l [l [l

Domanda 1.2 [l ] ] ]

Domanda 1.3 ] ] ] 1

Domanda 1.4 O O O O O O

Domanda 1.5 O O Il [l

Domanda 1.6 O O O

Domanda 1.7 O O O Il

Domanda 1.8 O ([l ([l

Domanda 1.9 Il O Il Il O

Domanda 1.10 [l ] ] O

Domanda 1.11 ] ] ] ] ]

Domanda 1.12 [l [l [l

Domanda 1.13 ] ] ] [l

Domanda 1.14 [l ] ] ]

Domanda 1.15 Il 1 1 1

Domanda 1.16 O O O O

Domanda 1.17 [l Il O O O

Domanda 1.18 Il O O ([l O

Domanda 1.19 O O O O O

Domanda 1.20 O ] [l ] ]

Domanda 1.21 ] 1 ] ]

Domanda 1.22 [l ] [l ] ]

Parte 1 - 6/7



Olimpiadi di Fisica: Secondo turno 14.01.2026
Multiple Choice: soluzioni
A B C D E H

Domanda 1.1 ] 1 | ]

Domanda 1.2 [l ] ] |

Domanda 1.3 ] ] | [l

Domanda 1.4 [l ] ] ] | ]

Domanda 1.5 [l | [l [l

Domanda 1.6 [ | ]

Domanda 1.7 O O O |

Domanda 1.8 O | O

Domanda 1.9 O O | O O

Domanda 1.10 | ([l ([l ([l

Domanda 1.11 O O O [l |

Domanda 1.12 Il ] [

Domanda 1.13 | 1 ] [l

Domanda 1.14 [l | ] ]

Domanda 1.15 ] | ] 1

Domanda 1.16 [l | (] (]

Domanda 1.17 ] 1 1 | [l

Domanda 1.18 O | O O O

Domanda 1.19 [l Il O | O

Domanda 1.20 O O | O O

Domanda 1.21 O O | O

Domanda 1.22 O O | ] ]

Parte 1 - 7/7
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Costanti fondamentali

Frequenza iperfina del cesio
Velocita della luce nel vuoto
Costante di Planck

Carica elementare

Costante di Boltzmann
Costante di Avogadro
Efficienza luminosa di una radiazione
Costante magnetica

Costante elettrica

Costante dei gas

Costante di Stefan-Boltzmann
Costante gravitazionale
Massa dell’elettrone

Massa del protone

Massa del neutrone

Acceleragzione di gravita standard

AVCs
C
h

9.192631 770
2.997924 58

6.626 070 15

1.602 176 634

1.380 649

6.022140 76

6.83

1.256 637062 12(19)
8.854 187 8128(13)
8.314462618...
5.670374419...
6.67430(15)

9.109 383 701 5(28)
1.674.927 498 04(95)
1.672 621923 69(51)
9.806 65
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Olimpiadi di Fisica: Secondo turno

14.01.2026

Problemi lunghi

Durata: 120 minuti
Punteggio: 48 punti (3 x 16)

Cominciate ogni problema su un nuovo foglio, al fine di facilitarne la correzione.

Indicazione generale: i problemi sono composti da parti parzialmente indipendenti. In caso di blocco, si
consiglia di continuare a leggere e di fare le parti piu facili.

Problema lungo 2.1: Riflessioni su un ombrello
(16 punti)

Eseguiamo alcuni calcoli sugli ombrelli e I’acqua
sugli ombrelli. Modelliamo ’ombrello come un disco
piatto e rotondo con massa M e raggio R. In tutto
il compito, trascuriamo in particolare la tensione
superficiale dell’acqua.

Parte A. L'ombrello fermo / Sta piovendo (3.75 punti)

In primo luogo, consideriamo una goccia di pioggia
che cade dal cielo. Le gocce di pioggia sono costitui-
te da acqua (densita: p) e assumiamo che le gocce
di pioggia siano sferiche. La resistenza dell’aria che
agisce su una goccia di pioggia in funzione della
velocita & F' = —kv? A dove k & una costante e A &
I’area della sezione trasversale della goccia di pioggia
perpendicolare alla direzione di caduta.

i. (1.5 pt) Determinare la velocita di caduta del-
la goccia di pioggia in funzione del suo raggio rp
quando colpisce lo schermo.

La pioggia € molto intensa. La quantita di pioggia
in massa per unita de area e tempo ¢ 7.

ii. (1.25 pt) La forza che deve essere applicata
per tenere 'ombrello ¢ Frg. Determinare il raggio
delle gocce 71 in funzione delle variabili rilevan-
ti. Assumiamo che il peso dell’acqua appoggiata
sull’ombrello sia trascurabile.

iii. (1 pt) Calcolare il numero di gocce sull’ombrel-
lo per unita di tempo in funzione di g,m, 0,k e di
qualsiasi altra variabile utilizzata.

Parte B. L'ombrello che gira (10.75 punti)

Mentre 'acqua si raccoglie sull’ombrello piatto di
David e gocciola lungo il bordo, David inizia a gira-
re 'ombrello con una velocita angolare costante w,
scagliando via 'acqua. Poiché David (povero lui! )

cammina da molto tempo sotto la pioggia, ¢ stato
raggiunto uno stato di equilibrio. Per semplificare
i calcoli, modelliamo 'attrito come segue: L’attri-
to in direzione radiale tra 'acqua e 'ombrello &
trascurabile, mentre ’attrito tangenziale tra ’ac-
qua e I'ombrello ¢ infinito. Cio significa che 'acqua
puod muoversi rispetto allo schermo solo in direzione
radiale. In modo equivalente, si puo immaginare
I’acqua in scanalature radiali sullo schermo, che
la costringono a un percorso rettilineo puramente
radiale (da una prospettiva co-rotante).

i. (0.75 pt) Spiegare perché David deve sempre eser-
citare una coppia sullo schermo nonostante 1’equili-
brio del flusso e perché questo ¢ compatibile con la
conservazione dell’energia.

ii. (0.5 pt) Utilizzando i risultati, le formule, i
valori e le costanti del compito A, determinare il
tasso di acqua gettata via in massa per tempo.

iii. (2.5 pt) Consideriamo una singola goccia d’ac-
qua che colpisce lo schermo a una distanza r; dal
centro dello schermo. Trovate una semplice espres-
sione per la velocita della goccia sul bordo dello
schermo in direzione radiale, se la goccia non &
influenzata dal resto dell’acqua sullo schermo.

iv. (2 pt) Torniamo ora alla situazione sotto la
pioggia battente. Una rinfrescante esperienza prati-
ca ha dimostrato che la velocita di un piccolo volume
d’acqua dipende esclusivamente dalla sua posizione
sull’ombrello. In particolare, la velocita del flusso
¢ indipendente dal punto in cui 'acqua e caduta
sull’ombrello. Trovate un’espressione per la velocita
dell’acqua a distanza r dal centro dello schermo che
dipenda solo da costanti oltre a r.

Suggerimento: l'acqua é composta da molte gocce
che si sono unite in collisioni anelastiche. Sugge-
rimento: Si puo usare la sequente identitd senza
giustificazione: [} by/(a® — b?)db = %

v. (2 pt) Calcolate l'altezza dell’acqua sullo scher-
mo e dimostrate che l'altezza e indipendente dal
raggio.

Parte 2 - 1/20
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vi. (1 pt) In base al risultato dell’ultimo sotto-
compito, calcolare il momento d’inerzia di massa
dell’ombrello, compresa ’acqua su di esso. Si sup-
ponga che la massa dell’ombrello stesso sia unifor-
memente distribuita.

Nota: Il momento d’inerzia di massa di un cilindro
con asse di rotazione coassiale all’asse di rotazione
passante per il baricentro ¢ J = %M R?.

vii. (1.5 pt) In un breve periodo di tempo At, una
certa quantita d’acqua viene buttata via e una certa
quantita d’acqua viene aggiunta al retino. Spiegate
perché questa considerazione puo essere utilizzata

per determinare la coppia che David deve esercitare
sul retino per mantenere la sua velocita di rotazione
e calcolatela.

viii. (0.5 pt) Calcolare l'energia di rotazione
dell’intero ombrello, compresa ’acqua su di esso.

Parte C. Battaglia dell’acqua (1.5 punti)

i. (1.5 pt) Calcolate la distanza degli spruzzi d’ac-
qua dal centro dell’ombrello quando questo viene
ruotato a un’altezza h dal suolo.

Parte 2 - 2/20



Olimpiadi di Fisica: Secondo turno

14.01.2026

Problema Ilungo 2.2: Mirage inferiore

(16 punti)
Parte A. Luce e media (3 punti)

i. (1 pt) Un raggio che si propaga in un mezzo 1
con indice di rifrazione ny colpisce un’interfaccia
con un mezzo 2 con indice di rifrazione ny con un
angolo #; rispetto alla normale alla superficie, vedi
in Fig. A.1. Qual & la dipendenza dell’angolo di
uscita @9 rispetto a 61, ny e ny?

791 ny

no

Figura A.1: Raggio di luce che attraversa due mezzi
diversi.

ii. (1.5 pt) Supponiamo che ci siano N molti ma-
teriali con interfacce orizzontali parallele tra loro.
Ogni materiale ¢ ha un indice di rifrazione n;. Un
raggio di luce si propaga attraverso questa pila di
materiali (supponiamo che non vi siano riflessioni
interne totali). Per ogni strato definiamo I’angolo 6;
come 'angolo tra la verticale e il raggio. Il sistema
puo essere visto in Fig. A.2. Qual & la relazione nello
strato i tra 6; e ’angolo iniziale 6,7

q m
\ ns

—

Figura A.2: Raggio luminoso attraverso pitt mezzi.

iii. (0.5 pt) Trova una funzione f(6;,n;) tale che
f(0i,n;) = f(01,n1) = C = costante.

Parte B. L'indice di rifrazione (5.5 punti)

Durante un cosiddetto miraggio inferiore, la luce si
rifrange a causa di un indice di rifrazione dell’aria
non omogeneo. Cio € causato da un gradiente di
temperatura tra il suolo caldo e 'aria piu fredda
sopra di esso. Nelle giornate calde e soleggiate, cio
provoca la formazione di strisce sulle strade, che
appaiono bagnate o simili a uno specchio, come
mostrato in Fig. B.1.

Figura B.1: Fonte: Wikipedia: Mirage

. J(y)
Miranda
n(y) = a(b+y) X

T ey

L

X

Figura B.2: Miranda

i. (1 pt) Trova una relazione tra n(y), 6(y) e C
(da A.iii). Supponi che n(y) possa essere approssi-
mato da sezioni orizzontali infinitesimali di indice
di rifrazione costante.

ii. (1 pt) Metti in relazione p(y) = 5 — 0(y) e
la pendenza 3—5 del percorso del raggio in un dato
punto.

iii. (3.5 pt) Metti in relazione n(y) dalla parte
Bie j—g dalla parte B.ii eliminando ¢(y). Non & ne-
cessario risolvere ’equazione differenziale risultante.
Per ottenere il massimo dei punti, € necessario un

risultato senza funzioni trigonometriche.
Parte C. Il miraggio inferiore (7.5 punti)

L’indice di rifrazione dell’aria dipende dalla pressio-
ne P e dalla temperatura T ed ¢ della forma
PTy

=1 .000293 - ——
n + 0.000293 Pl
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(con Py = 1bar, Ty = 300 K): uno schizzo del raggio
risultante & mostrato in B.2. Nei calcoli seguenti
ipotizziamo che n(y) =a- (b+y).

Miranda ¢ all’aperto in una giornata soleggiata. La
pressione e di 1.013 bar e la temperatura all’altezza
della testa di 170 cm & di 35°C. Miranda vede una
macchia simile a una pozza d’acqua proveniente da
un miraggio inferiore a 400 m davanti a lei. Uno
schizzo e visibile in Fig. B.2.

i. (1 pt) Calcola l'indice di rifrazione all’altezza

della sua testa.

ii. (3.5 pt) Qual ¢ 'indice di rifrazione minimo al
piano terra?

iii. (1.5 pt) Qual ¢ la temperatura massima al
pavimento in °C?

iv. (1.5 pt) Traccia la temperatura T'(y) in
funzione dell’altezza y.
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Problema lungo 2.3: Cristallo paramagnetico
(16 punti)

Un cristallo e costituito da N particelle magnetiche
identiche (ma distinguibili) che non interagiscono
tra loro, ciascuna delle quali possiede un momento
magnetico di intensita p. Queste particelle sono col-
locate in un campo magnetico esterno uniforme B.
Ciascun momento magnetico puo essere orientato
parallelamente o antiparallelamente alla direzione
del campo magnetico. Un esempio di possibile confi-
gurazione di questo cristallo e illustrato nella Figura
1.

L’energia associata a ciascuna particella dipende dal
suo orientamento: un momento magnetico allineato
con il campo magnetico ha energia —uB, mentre
uno allineato contro il campo ha energia +pB.

In questo problema, studiamo come le proprieta ter-
modinamiche macroscopiche del sistema emergono
dalle configurazioni microscopiche delle particelle.
Suggerimento: Per alcuni compiti potresti trovare
utili le identita riportate alla fine del problema.

s[ 1 L)L

Figura 1

Parte A. Energia del sistema (4 punti)

Per prima cosa studiamo I'energia del sistema. Chia-
miamo Ny e N_ il numero di particelle con momen-
to magnetico allineato rispettivamente parallela-
mente e antiparallelamente alla direzione del campo
magnetico.

i. (1 pt) Esprimere l'energia totale E del sistema
in funzione delle variabili date.

ii. (2 pt) Per quali valori di Ny e N_ il valore
assoluto dell’energia del sistema & massimo e per
quali valori ¢ minimo?

iii. (1 pt) Esprimere N; e N_ come funzione di N

e del parametro € = W

Parte B. Entropia e temperatura (8 punti)

Per un valore fisso dell’energia del sistema E esi-
stono diverse configurazioni del cristallo che hanno

questa energia. In altre parole, esistono diversi modi
di disporre le particelle nel cristallo, in modo tale
che la sua energia sia un valore dato E. Chiamiamo
questo numero di configurazioni per un dato valore
dell’energia Q(F).

i. (1 pt) Quali sono le unita di Q(F)?

ii. (2 pt) Esprimere Q(FE) come funzione delle va-
riabili date. Utilizzare i risultati ottenuti nella parte
A e ricordare che le particelle sono distinguibili.

iii. (2 pt) Nella fisica statistica I’entropia di un
sistema isolato e

S = kpInQ(E)

, dove In ¢ il logaritmo naturale e kg = 1.38 X
10723 J - K~! ¢ la costante di Boltzmann. Dimostra-
re che l’entropia del cristallo e

S = NkpH(e),

H(x)__[1;x1n<1;x>+1—2len<1—2kx>].

Lavorare con l'ipotesi N1 > 1, in base alla quale
si applica I'approssimazione di Stirling: In(n!) ~
nln(n) — n.

iv. (2 pt) La temperatura statistica Ts di un siste-
ma isolato con entropia S ¢ definita da

1 ds

Ts dE°
Esprimere la temperatura del cristallo in funzione
di e.

v. (1 pt) Questa temperatura statistica puo essere
negativa? Se si, spiegare in quali condizioni e cosa
rappresenta fisicamente.

Parte C. Calore specifico (3 punti)

i. (1 pt) Inverti I’espressione dell’esercizio B.iv. per
ottenere un’espressione per F in funzione di Ty e
altre variabili.

ii. (1 pt) Esprimere il calore specifico C' del sistema.

iii. (1 pt) Come si comporta C' rispetto a T's — 0o?
Spiega brevemente perché questo risultato ha senso
dal punto di vista fisico.
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Parte D. Dinamica (I punto)

Consideriamo ora le dinamiche del sistema e le mo-
delliamo come segue. Ad ogni intervallo di tempo
At , ¢’¢ una probabilita del 50% che una delle par-
ticelle (qualunque di esse) cambi il suo momento
magnetico.

i. (1 pt) Se lasciamo che la dinamica proceda abba-
stanza a lungo (cioé nel limite ¢ — o), quale sara
I’energia del sistema? A quale configurazione corri-
sponde? Utilizza un ragionamento termodinamico e
il grafico della funzione H(x) riportato nella figura
7?7 per giustificare la ‘ﬁl&gisposta.

Figura D.1

Le seguenti identita potrebbero esserti utili.

er —e "
tanh(z) = — ¢ la tangente iperbolica.

et 4+ e~

- tanh/(z) = 1 — tanh?(z)

- per -1 <x <1,

1 l1—z
tanh <2ln<1+$>> = —x
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Problemi lunghi: soluzioni

Problema lungo 2.1: Riflessioni su un ombrello 16
Eseguiamo alcuni calcoli sugli ombrelli e ’acqua sugli ombrelli. Modelliamo I’ombrello come
un disco piatto e rotondo con massa M e raggio R. In tutto il compito, trascuriamo in
particolare la tensione superficiale dell’acqua.
Parte A. L'ombrello fermo / Sta piovendo 3.75
In primo luogo, consideriamo una goccia di pioggia che cade dal cielo. Le gocce di pioggia
sono costituite da acqua (densita: p) e assumiamo che le gocce di pioggia siano sferiche.
La resistenza dell’aria che agisce su una goccia di pioggia in funzione della velocita &
F = —kv?A dove k & una costante e A & I’area della sezione trasversale della goccia di pioggia
perpendicolare alla direzione di caduta.
i. Determinare la velocita di caduta della goccia di pioggia in funzione del suo raggio rp
quando colpisce lo schermo. 1.5
State the idea of force equilibrium. Also give the points if there is an equation with describes the
equilibrium without explicit reasoning. 0.5
State that A = 777“% (also give the points if this is used in a further subtask than here). 0.25
. [ a3

Obtain the result vierm = /:erng = ;:;Zg =4/ iﬁé};ﬂ' 0.75
La pioggia € molto intensa. La quantita di pioggia in massa per unita de area e tempo & m.
ii. La forza che deve essere applicata per tenere ’ombrello & Frg. Determinare il raggio delle
gocce rr in funzione delle variabili rilevanti. Assumiamo che il peso dell’acqua appoggiata
sull’ombrello sia trascurabile. 1.25
Stating that the force is the momentum of the drops that hit the umbrella per time or Frain = 7R*Mterm. 0.25
Stating that the total force is the weight of the umbrella plus the deceleration of the droplets or stating
Frs = Frain + Mg 0.25
Finding expression for rp: 4939%me2 = Frs — Mg = 41%’%77’12#2]%4 = (Frs — Mg)? = rp =
(Frs—Mg)*3x

I R pgn? 0.75
iii. Calcolare il numero di gocce sull’ombrello per unita di tempo in funzione di g,m, 0, x e di
qualsiasi altra variabile utilizzata. 1
Finding the solution N = % = ’TRQ@ 0.5

37T
. - " . 167r2R16m7p2g3
Calculating N = [ ns g N®  O(Frs—Mg)or 0.5
§7rp 4772R4pgm2

Parte B. L'ombrello che gira 10.75

Mentre ’acqua si raccoglie sul’ombrello piatto di David e gocciola lungo il bordo, David
inizia a girare ’ombrello con una velocita angolare costante w, scagliando via ’acqua. Poiché
David (povero lui! ) cammina da molto tempo sotto la pioggia, & stato raggiunto uno stato di
equilibrio. Per semplificare i calcoli, modelliamo ’attrito come segue: L’attrito in direzione
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radiale tra 1’acqua e 1’ombrello & trascurabile, mentre ’attrito tangenziale tra 1’acqua e
I’ombrello & infinito. Cio significa che ’acqua pu6d muoversi rispetto allo schermo solo in
direzione radiale. In modo equivalente, si pué immaginare ’acqua in scanalature radiali sullo
schermo, che la costringono a un percorso rettilineo puramente radiale (da una prospettiva
co-rotante).

i. Spiegare perché David deve sempre esercitare una coppia sullo schermo nonostante
I’equilibrio del flusso e perché questo € compatibile con la conservazione dell’energia. 0.75

The umbrella constantly takes up new water with zero angular momentum (vertical rain) and ejects water
with some rotational momentum. To keep accelerating the water, there must act a torque. The energy
therefore is transformed into kinetic energy of the water spraying outwards. Give 0.25 points for each
item on this list or something closely equivalent:

e The new water on the umbrella needs to be accelerated

e The water leaving the umbrella at the edge has rotational momentum that is "lost’

e The energy is turned into kinetic energy of the water

ii. Utilizzando i risultati, le formule, i valori e le costanti del compito A, determinare il tasso
di acqua gettata via in massa per tempo. 0.5

0.75

The water on the umbrella is constant, so the rate at which water ’enters’ the umbrella must equal the
rate at which it is expelled. The formula is thereby V' = rmR?/p. 0.25 points if the formula is wrong but
the idea of ’conservation of water’ is present. 0.5

iii. Consideriamo una singola goccia d’acqua che colpisce lo schermo a una distanza r; dal
centro dello schermo. Trovate una semplice espressione per la velocita della goccia sul bordo
dello schermo in direzione radiale, se la goccia non ¢ influenzata dal resto dell’acqua sullo
schermo. 2.5

There are multiple ways of solving this exercise. Chose the most favourable grading scheme for the student
and do not combine partials from different solutions.

Using the potential in a rotating frame of reference:

Integrating the centrifugal force over the difference in radius to obtain the energy:

R R R 1 1 1
/ Fyzpdr = / mrw? dr = mw2/ rdr = mw? <2R2 — 27"?) = fmw2(R2 — 7’12)
T4 Ti Ti

Obtaining the energy as the difference of rotational energy:

1 1 1 1 _1
E=FE. o, — Eroti = §JRw2 — §Jiw2 = imRsz — §mr2~2w’§mw2(R2 — 7"22)

Obtaining the energy as the difference of rotational potential:

1 1
E =m(Proty — Proti) =m (2(Rw)2 — Q(Tiw)2> = fmwQ(RQ — 7"3)
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In combination with all above Arriving at the formula for the velocity:

)

v=w\/R%—1r?

1 1
E = Qme(R2 —r?) = §mv2

0.5

No partial points are awarded if the solution unsucessfully tries to set up and solve a differential equation
for the velocity. Only if the solution arrives at the correct result and is legit, award full points.

iv. Torniamo ora alla situazione sotto la pioggia battente. Una rinfrescante esperienza pratica
ha dimostrato che la velocita di un piccolo volume d’acqua dipende esclusivamente dalla sua
posizione sull’ombrello. In particolare, la velocita del flusso € indipendente dal punto in cui
P’acqua é caduta sull’ombrello. Trovate un’espressione per la velocita dell’acqua a distanza r
dal centro dello schermo che dipenda solo da costanti oltre a r.

Suggerimento: l'acqua é composta da molte gocce che si sono unite in collisioni anelastiche.

Suggerimento: Si pud usare la sequente identita senza giustificazione: foa by/(a? — b?)db = ©

Stating the idea that the total outwards momentum of the water is the sum of all outwards momenta of
all hypothetical independent droplets. Also award points if the idea is not explicitly stated but it is clear
that the calculations tried to use this fact

0.5

Integrate over the total outwards momentum of the water:

1 " 2
V= / 2mrmy (ry)dr; = / wrir/ (r? — r )dr; = / riz/ (r? — 7“ )dr; = —fwr = —wr
mrem Jo 3

. Deduct 0.25 Points if there are dimensional errors originating from the fact that i has the units of mass
per time per area. (Note that the prefactor of ———5 describes all the mass which is considered.) Deduct
0.5 Points if the fact that more water hits the umbrella further out (Factor 2zr is not taken into account
and award points from carried-on error (Folgefehler).

1.5

v. Calcolate I’altezza dell’acqua sullo schermo e dimostrate che 1’altezza ¢ indipendente dal
raggio.

Mentionning or making use of radial symmetry

0.25

Mentionning or making use of the fact that the rate of water leaving and entering the circle must be the
same in the case of dynamic equilibrium

0.25

We equate the rate of water entering the cirle (r?m) with radius  with the rate of the water leaving the
circle, given by 2mwru(r)ho:
2mro(r)ho = r’mm

0.5

2
27?7“§w7‘hg = r’rm

2
2-who = 1i
3wgm

_3m
 dwp
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The thickness of the water layer is independent of the radius.

vi. In base al risultato dell’ultimo sottocompito, calcolare il momento d’inerzia di massa
dell’ombrello, compresa I’acqua su di esso. Si supponga che la massa dell’ombrello stesso sia
uniformemente distribuita.

Nota: Il momento d’inerzia di massa di un cilindro con asse di rotazione coasstale all’asse
di rotazione passante per il baricentro é J = %M R?.

The moment of inertia of the umbrella is J = %M R? and the moment of inertia of the water is
J = %V@R2 = %WR‘L%’ZQ. The sum thereoff is J = %Rz (M + W%). If only the moment of inertia of
the umbrella is found, award 0.25 Points. If only the moment of inertia of the water is found, award 0.5
points If both moments of inertia are found but not added explicitly here or in a later excersice, award

0.75 points.

vii. In un breve periodo di tempo At, una certa quantita d’acqua viene buttata via e una
certa quantita d’acqua viene aggiunta al retino. Spiegate perché questa considerazione
puo essere utilizzata per determinare la coppia che David deve esercitare sul retino per
mantenere la sua velocita di rotazione e calcolatela.

1.5

Give 0.25 points for each mentionned idea or equaivalent statement:

e The water which is thrown off the umbrella within At has some nonzero rotational intertia, but the
water which is rained onto the umbrella has no rotational inertia.

e The mass and mass distribution of the umbrella overall stays the same and therefore the moment of
inertia also stays the same.

e Due to conservation of rotational momentum, the change in rotational inertia has to be balanced
(by David’s torque).

The change during the timestep At in rotational momentum is AL = Amvr = mR*Atnw Note that the
new water only increases the moment of inertia, but it does not in- or decrease the rotational momentum.
M = £ =mR'rw.

0.75

0.75

viii. Calcolare ’energia di rotazione dell’intero ombrello, compresa 1’acqua su di esso.

0.5

Using the formula for rotational energy:

S = - M+ —-
Erot 2Jw 4R ( >w

0.5

Parte C. Battaglia dell'acqua

1.5

i. Calcolate la distanza degli spruzzi d’acqua dal centro dell’ombrello quando questo viene
ruotato a un’altezza h dal suolo.

1.5

The time until a water droplet hits the ground is given by t =,/ %. Also give the points if the time is

not explicitly calculated but appears in the formulae below.

0.5

The radial velocity is v, (1) = %wR. Therefore, the drop moves t%wR radially from the edge of the umbrella
before it hits the ground, which equates to (t%w + 1) R. Deduct 0.25 points if the +1R is missing.

0.25

The tangential velocity is v, (r) = wR. Therefore, the drop moves twR tangentially from the edge of the
umbrella before it hits the ground.

0.25

By the pythagorean theorem, the droplet hits the ground at a distance of \/ (twR)? + (t%w + 1)2 R? =
2
2
Rtwy\/12+ (3 + £)" = Rw, /2;\/1 + (% + «/%%)
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Problema lungo 2.2: Mirage inferiore 16
Parte A. Luce e media 3
i. Un raggio che si propaga in un mezzo 1 con indice di rifrazione n; colpisce un’interfaccia
con un mezzo 2 con indice di rifrazione ny, con un angolo 6; rispetto alla normale alla
superficie, vedi in Fig. A.1. Qual ¢ la dipendenza dell’angolo di uscita 6, rispetto a 61, n; e
ng?
V1 3]
N2
v
Figura A.1: Raggio di luce che attraversa due mezzi diversi.
1
By snells law, we find that
sin(&l)nl X sin(02)n2.
1
ii. Supponiamo che ci siano N molti materiali con interfacce orizzontali parallele tra loro.
Ogni materiale ¢ ha un indice di rifrazione n;. Un raggio di luce si propaga attraverso questa
pila di materiali (supponiamo che non vi siano riflessioni interne totali). Per ogni strato
definiamo 1’angolo 6; come P’angolo tra la verticale e il raggio. Il sistema puo essere visto in
Fig. A.2. Qual & la relazione nello strato i tra 0; e I’angolo iniziale 6,7
nz
S ;
\ :
N
Figura A.2: Raggio luminoso attraverso pitt mezzi.
1.5
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Notice, that the angle of light in medium i is the same at the point of entry and exit in the medium. Hence,
we can find the following equalities by Snell’s law:

sin(f1)n1 = sin(f2)ng = sin(f3)n3 = - - - = sin(6;)n;.

Noting that the angle at entry is equal to the angle at the exit of the medium 1. 0.5
Finding the relation between the required quantities. 1
iii. Trova una funzione f(6;,n;) tale che f(0;,n;) = f(01,n1) = C = costante. 0.5

From the previous task, we find that f(60;,n;) = sin(6;)n; = C satisfies the condition.

Parte B. L'indice di rifrazione

Durante un cosiddetto miraggio inferiore, la luce si rifrange a causa di un indice di rifrazione
dell’aria non omogeneo. Cio & causato da un gradiente di temperatura tra il suolo caldo e
P’aria piu fredda sopra di esso. Nelle giornate calde e soleggiate, cido provoca la formazione
di strisce sulle strade, che appaiono bagnate o simili a uno specchio, come mostrato in
Fig. B.1.

Figura B.1: Fonte: Wikipedia: Mirage

Miranda

n(y) = a(b + 1
yT_, (y) =alb+y) =)

! |

Figura B.2: Miranda

i. Trova una relazione tra n(y), 6(y) e C' (da A.iii). Supponi che n(y) possa essere approssimato
da sezioni orizzontali infinitesimali di indice di rifrazione costante.
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We use the result from the previous task and have that
C

sin(0(y)) = —.

60) = =

1

ii. Metti in relazione p(y) = 5 — 6(y) e la pendenza % del percorso del raggio in un dato

punto.

us
2

The derivative is defined as

dy . yleth) -y Ay

dr =0 (x+h)—= Ax’
For small h we the function is approximately linear so we can draw a right triangle with the function o,
Ay and Ax. In this triangle we have

Ay
t = —.
anp) = 32
Putting both together, we find
dy
t =2
an(e(y)) = -
Finding either one of the representations for 2. This point is also given, if the next point is achieved. 0.5
Finding the relation between the given quantities 0.5

iii. Metti in relazione n(y) dalla parte B.i e d— dalla parte B.ii eliminando ¢(y). Non &
necessario risolvere 1’equazione differenziale risultante. Per ottenere il massimo dei punti, &
necessario un risultato senza funzioni trigonometriche. 3.5

We first rewrite our result for 0(y) by using a tangent instead of a sine. This is done by looking at a right
triangle and using the pythagorean theorem.

C
tan(0(y)) = ————=.
n(y)* - C?
Using the given relation between ¢ and 0, we find:
oly) =7 — o)
T C
= — —arctan(———
vly) =5 ( ) CQ)
dy _ tan(ﬁ - arctan(#)).
dx 2 n(y)? — C?

Notice that tan(§ — x) = cot(x), where cot(x) is the cotangent of x. We thus find

dy _ /n(y)*—C* _ n(y)

dx C

Rewriting 6(y) with the tangent. 1
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Correctly finding a relation between the given quantities, involving trigonometric functions. 1
Finding that tan(§ — z) = cot(x) 1
Finding the relation without trigonometric functions. 0.5
Parte C. Il miraggio inferiore 7.5

L’indice di rifrazione dell’aria dipende dalla pressione P e dalla temperatura T ed & della
forma
PT)

=1 .000293 - ——
n -+ 0.000293 BT

(con Py = 1bar, Ty = 300K): uno schizzo del raggio risultante & mostrato in B.2. Nei calcoli
seguenti ipotizziamo che n(y) = a- (b+y).

Miranda ¢ all’aperto in una giornata soleggiata. La pressione € di 1.013bar e la temperatura
all’altezza della testa di 170cm & di 35°C. Miranda vede una macchia simile a una pozza

d’acqua proveniente da un miraggio inferiore a 400 m davanti a lei. Uno schizzo & visibile in
Fig. B.2.

i. Calcola l’indice di rifrazione all’altezza della sua testa. 1

We can assume pressure to be constant at small heights. Hence the formula reads

PTy
=1+ 0.000293 - — = 1.00029.
np + 3 BT

Noting that pressure is constant. This point is also given if not stated but correctly used. 0.5
Numeric Result 0.5
ii. Qual é l’indice di rifrazione minimo al piano terra? 3.5

First, we observe that the ray hitting Mirandas eye comes from such an angle that it appears to stem from
400 meters away on the ground. Hence, we have that

l
Vh? +1?

Next, we observe that for the lowest refractive index, we need that the lightray is parallel to the ground at
that height. In other words:

sin(6,) = = sin(arctan(ﬁ)).

Sin(ef) =1.
Plugging this in the results, we obtained in part B.i) we get the result:

ny = C =sin(fp) - ny = 1.00028.

Noting the relation between the angle of the ray hitting Miranda’s eye and the quantities h and [ in any

way. 0.5
Finding an equation for sin(6y,). 1
Noting that sin(6) = 1. 0.5 if only stated that ray has to be flat at the ground. 1
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Making the conection to the result optained in B.i) 0.5
Numerical Result. 0.5
iii. Qual & la temperatura massima al pavimento in °C? 1.5

We can rewrite the equation for the refractive index to find

~0.000293 - PTj

Tr = =45°C.
TR
Rewrite the equation for the refractive index. 1
Numerical Result. 0.5
iv. Traccia la temperatura 7'(y) in funzione dell’altezza y. 1.5

We can plug in our assumption that n(y) = a(b+ y) into the equation given for the refractive indez.

PTi
B 0.000293 - =52

T = o5 ey
Hence the curve looks like x 1.
Correctly rewriting the equation for T'(y). 0.5
Axes drawn with a ruler. 0.25
Plot big enough (at least 1/4 page). 0.25
Axes labelled. 0.25

Plot looks approximately like a shifted 2=!. Point not given if function diverges at y = 0. If zero is not
indicated on the axis, the points are also not given. 0.25
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Problema lungo 2.3: Cristallo paramagnetico 16
Un cristallo & costituito da N particelle magnetiche identiche (ma distinguibili) che non
interagiscono tra loro, ciascuna delle quali possiede un momento magnetico di intensita
. Queste particelle sono collocate in un campo magnetico esterno uniforme B. Ciascun
momento magnetico puo essere orientato parallelamente o antiparallelamente alla direzione
del campo magnetico. Un esempio di possibile configurazione di questo cristallo & illustrato
nella Figura 1.
L’energia associata a ciascuna particella dipende dal suo orientamento: un momento magne-
tico allineato con il campo magnetico ha energia —p B, mentre uno allineato contro il campo
ha energia +uB.
In questo problema, studiamo come le proprieta termodinamiche macroscopiche del sistema
emergono dalle configurazioni microscopiche delle particelle.
Suggerimento: Per alcuni compiti potresti trovare utili le identita riportate alla fine del
problema.
SRR
Figura 1
Parte A. Energia del sistema 4
Per prima cosa studiamo ’energia del sistema. Chiamiamo N, e N_ il numero di particelle
con momento magnetico allineato rispettivamente parallelamente e antiparallelamente alla
direzione del campo magnetico.
i. Esprimere ’energia totale F del sistema in funzione delle variabili date. 1
A particle with magnetic moment +p has energy FuB (note the sign inversion), as indicated in the
introduction. Thus the total energy is given by
E =uB(N_ — Ny;).

1
Sign mistake: -0.5
ii. Per quali valori di N, e N_ il valore assoluto dell’energia del sistema & massimo e per
quali valori € minimo? 2
To maximise the abolsute value of the energy, one must maximise the difference |N_ — N,|. This is
achieved when either N_ = N and N; =0 or Ny = N and N_ =0, i.e. all the moments point in the
same direction 1
The |[N_ — N4|, and thus the energy, is minimised, when N_ = Ny = N /2, i.e. half the moments point
in one direction and half in the other. 1

If the relation N_ = N, is given without any explicit value for N_ or Ny: -0.5
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iii. Esprimere N, e N_ come funzione di N e del parametro ¢ = ~NuB' 1
1
Inversing the relations
N_—-Ny=Ne and N_+4+ N, =N
one obtains N
1
Sign mistake, if not carried from A.i.: -0.5
Parte B. Entropia e temperatura 8
Per un valore fisso dell’energia del sistema E esistono diverse configurazioni del cristallo
che hanno questa energia. In altre parole, esistono diversi modi di disporre le particelle nel
cristallo, in modo tale che la sua energia sia un valore dato F. Chiamiamo questo numero di
configurazioni per un dato valore dell’energia Q(E).
i. Quali sono le unita di Q(F)? 1
Q(E) has no units because N and N1 have not units. This is relevant in task B.iii., where the logarithm
of Q(F) is taken, which only makes sense if it has no units. 1
ii. Esprimere Q(F) come funzione delle variabili date. Utilizzare i risultati ottenuti nella
parte A e ricordare che le particelle sono distinguibili. 2
From the previous part it follows that once the energy is fixed, then N are as well. Thus the only thing
which distinguishes configurations amongst them is which particles have moment aligned with and against
the magnetic field. (Note the importance of the fact that the particles are dinstinguishable here.) Thus,
to obtain a valid configuration, one must simply chose N (or equivalently N_) particles amongst the N
total particles. The number of ways to do this is given by
N!
ey =N )= (V)=
N, N_ N, IN_!
2

iii. Nella fisica statistica ’entropia di un sistema isolato &

S = kB In Q(E)
, dove In & il logaritmo naturale e kg = 1.38 x 10723J . K~! & la costante di Boltzmann.
Dimostrare che ’entropia del cristallo &

S = NkpH(e),
dove ) ) ) )

-z -z +x +x
H(x) =— 1 1 .
=[5 (5) ()

Lavorare con l’ipotesi N1 > 1, in base alla quale si applica ’approssimazione di Stirling:
In(n!) = nln(n) —n. 2
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The result is a matter of algebraic calculations and logarithmic properties.

N!

InQ? =In (NQN!

) =InN!'—InNy!—InN_!

~NInN — %1 —e)ln (JQV@ - e)> - g(l +e)ln (27(1 +e))

1
1-— 1-— 1 1
— NN - N~ N ()| =N N (€
2 2 2 2
1—¢€ 1—e€ 1+4+€ 1+€
=—N 1 |
() (5
Thus the entropy is indeed
1—e€ 1—e€ 1+4+€ 1+4+e€
= —Nk | 1 .
s= o [0 () + 5o ()
1
iv. La temperatura statistica Ts di un sistema isolato con entropia S & definita da
1
Ts dE°
Esprimere la temperatura del cristallo in funzione di e. 2
First, compute
1 1—e€
H'(z)= =1 .
@ =gmn (157
Then, making use of the chain rule
dS  dS de 1
= —kgNH'(¢)  ——
AE ~ deag BN §p
so that 9B
Tg = H .
Y
B 1+e€
2
An equivalent expression for 1/Ts is also accepted.
v. Questa temperatura statistica puo essere negativa? Se si, spiegare in quali condizioni e
cosa rappresenta fisicamente. 1
Yes the statistical temperature can be negative. This happens when 1 — € < 1 + ¢, i.e. when € > 0, which
is equivalent to £ > 0. 0.5
Physically, this just means that N, < N_, so more moments are aligned anti-parallel to the direction of
the magnetic field. 0.5
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Parte C. Calore specifico 3
i. Inverti ’espressione dell’esercizio B.iv. per ottenere un’espressione per F in funzione di
Ts e altre variabili. 1
First, rearrange the expression for T obtained in task B.iv. to obtain
1 1—e€ uB
iln (1 +6> ~ kpTs
Then apply tanh on both sides of the equality and use the given identity:
N
—e = tanh (&) ,
or equivalently
E = —NpBtanh (lfzjff) .

1
Full credits are also given if the expressions are given in terms of exponentials.
ii. Esprimere il calore specifico C' del sistema. 1
By definition, C' = dFE/dT. Using the given identity for tanh’, one gets

C= li\; (’2{3)2 [1 — tanh? (kﬁ“)} .

1
Full credits are also given if the expressions are given in terms of exponentials.
iii. Come si comporta C rispetto a T — 0co? Spiega brevemente perché questo risultato ha
senso dal punto di vista fisico. 1
As Tg — oo, C — 0. 0.5
When Ts — oo the two orientations become equiprobable (see task A.ii.) so adding heat to the system
does not significantly increase the energy. 0.5
Parte D. Dinamica 1

Consideriamo ora le dinamiche del sistema e le modelliamo come segue. Ad ogni intervallo
di tempo At , c’é una probabilita del 50% che una delle particelle (qualunque di esse) cambi
il suo momento magnetico.

i. Se lasciamo che la dinamica proceda abbastanza a lungo (cioé nel limite ¢ — ), quale
sara ’energia del sistema? A quale configurazione corrisponde? Utilizza un ragionamento
termodinamico e il grafico della funzione H(z) riportato nella figura ?? per giustificare la

tua risposta.
H(x)

Figura D.1
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The second law of thermodynamics states that the entropy of an isolated system will tend towards its
maximum. From the graph of H(z), one sees that the maxium of the entropy S is at e =0, i.e. E=0.
This corresponds to the configuration with Ny = N_ = N /2 as already observed in task A.ii.

x —x

e’ —e
Le seguenti identita potrebbero esserti utili. tanh(z) = prpp— ¢ la tangente iperbolica.
er +e

- tanh/(z) = 1 — tanh?(2)

- per —l<z <1,

tanh (11n(1_$)> = —x
2 1+«
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